CAP. II

LES LLEIS DE LA CORRENT MOLECULAR
I DE FROTAMENT INTERN DELS GASOS
A TRAVES DELS TUBS

§ 1.— CORRENT MOLECULAR 1 CORRENT DE FROTAMENT

Al flux d’un gas a través d’un tub capil'lar, quan el
recorregut lliure mitjd dz les molécules é molt gran com-
parat amb les dimensions transversals del tub, l’anome-
narem corrent molecular, aplicant el nom de corrent de fro-
tament al dit flux quan el recorregut lliure mitja é molt
petit enfront del didmetre del tub.

L’objecte dels primers treballs de Knudsen és trobar
com depén la corrent molecular de les condicions geome-
triques del tub i de les circumstancies fisiques del gas, i
estudiar el transit de les corrents de frotament, regides
per la llei de Poiseuille, a les .corrents moleculars.

§ 2. — TEORfA DE LA CORRENT MOLECULAR (*)

Admesa la hipdtesi exposada en el § 1 del capitol
precedent, resulta evident que la naturalesa del xoc és

(*) Vegi’s en la nota r un métode de calcul més tigorés.
2
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independent de trobar-se la massa gaseosa en equilibri o
en moviment. Per tant, si sobre una paret incideix un
nombrz # de molécules, de massa 7, que posseeixen ve-
locitats que, projectades sobre la paret, donen una com-
ponent mitjana w, com que després del xoc les molécules
surten per un igual en totes direccions, hauran comunicat
a la paret una quantitat de moviment tangencial que
valdrd #mw. Cal tenir present que, adhuc no movent-se
abans del xoc les molécules en direccions igualment dis-
tribuides en l'espai, les que es mouen en cada dirscci6
tenen velocitats que obeeixen a la llei de Maxwell.

La component w parallela a la paret, de la veloci-
tat mitjana de les molécules que posseeixen una velocitat
¢ abans del xoc serd proporcional a aquesta velocitat, ja
que en cada direcci6 es compleix la llei de distribuci6 de
Maxwell. Es tindra, per tant, w=~4c, on ¢ és una constant.

Segons la ja citada llei de Maxwell, el nombre de mo-
lécules que tenen una velocitat compresa entre ¢ i c+dc
val: (%)

o [\ _pmet pg 4N, e, [
dN—41tN(£) . c’dc_v;aa c’e a.’dc

on a= \/75; és la velocitat més probable. El nombre de

xocs per segén amb la unitat de paret serd, segons [I],

cap. I, %ﬁi la quantitat de moviment comunicada a la

paret per totes les molécules, s’obtindra multiplicant per
mw i integrant respecte de dc entre O i oc..

cﬂ

< 4
B [ax. —mw_Nk\/“f e gde =

(*) Vegi's, per exemple, JEANS, p. 33, 0 WINKELMANN, III, p. 691.
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= —i- Nim 3. a2 © (2]
Introduint la velocitat mitjana
- ‘Z_G _ X (#*)
c= Ve N
i tenint en compte que kc = w, resulta

- , 2 2w
ke=k =N =~
on v és la velocitat de conjunt de la massa gaseosa pa-
ral'lelament a la paret. D’aquesta manera, [2] es trans-
forma en
B=3ENmke =3ENmsv s
32 32

Tot aixd s’ha fet en la hipdtesi de tenir la velocitat »
el mateix valor a qualsevol distancia de la paret, cosa
que sols és certa quan les dimensions d’una seccié trans-
versal del tub sén molt petites en comparacié amb el
recorregut lliure mitja.

Si considerem el flux d'un gas a través d’un tub ci-
lindric de perimetre o, la quantitat de moviment comu-
nicada per les molécules a la longitut d/ en el temps df
sera:

3% (4]

2= Nmcvodldt
32

tenint en compte que Nm és p, la densitat del gas, i que;
s'enllaga amb la pressié per la férmula (**¥)

(5]

T 2
1""'§ch

(*) Per al cilcul d’aquesta integral vegi's, per exemple, E, TERRADES, Els
elements discrets de la materia 1 la vadiacié, Nota 3.%, p. 35.

(**) WINKELMANN, III, p. 691.

(***) WINKELMANN, III, p, 205.
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i suposant qué les molécules perden per llur xoc amb la
paret tota la quantitat de moviment subministrada per

la caiguda de pressi6 — @- dl, s'obté

6
3\/-—9\/: v.o—--A1> ol

on A representa l'drea de la secci6. La massa de gas que
atravessa una secci6 del tub en la unitat de temps sera
G=Apv. Si es medeix la despesa, no per la massa de gas,
siné pel producte Q, de la pressi6 pel volum que flueix en
la unitat de temps, com que

G=Vp=Vpp,=Q:p:

P & 1a densitat a la mateixa temperatura i a la

p

pressi6 de 1 —; din 3 € tindra

on p,==

Q‘ = —pg- = Avﬁ [7]

Substituint en [7] I'expressié de v treta de [6] resulta

per a expressi6 de la despesa
84 /z 1 Ardp (8]
o=-\/2==%
3 x 4/p, 0 dl

Una volta establert el régim permanent, Q, ha de
tenir el mateix valor al llarg de tot el tub. Si les pres-
sions en els extrems sén $, i p, (p,>p,), s’obté, separant
variables i integrant I’expressi6 [8]:

(I

_ 34 /z 2L [z0]
V=13 \/;rns

on
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§ 3. — COMPROVACIONS EXPERIMENTALS

Al comparar 'expressié [9] amb l’experiencia, sols ha-
vem d’esperar un resultat concordant quan les dimen-
sions transversals del tub sén molt petites comparades
amb el recorregut lliure mitja, é a dir, per a la que hem
anomenat corrent molecular. En el cas oposat, quan les
dimensions del tub sén grans en relaci6 amb el recorre-
gut lliure mitja, és a dir, per a la corrent de frotament,
sabem que és valida la llei de Poiseuille, i, finalment, en
el cas intermedi, quan recorregut lliure i didmetre del
tub s6n del mateix ordre de magnitut, s’obté una corrent
mitxa que obeeix a una llei empirica obtinguda per
Kundsen, i que é valida també per a la corrent molecu-
lar i la corrent de frotament. Aquesta llei és

Q= (ap+b iiii) (pr—p2)

que per a la corrent molecular (pressié mitjana p molt
petita) es converteix en
Qi=b (pr—p2)
que coincideix amb [g] si es fa
I [12]

Vo W

Per a la corrent de frotament, on p é molt gran,
'equacid [11] es transforma en

Qi=ap (pr—pa) +b 3" (p—p2)

El primer terme del segén membre correspon a la llei
de Poiseuille, si es fa

[x1]

b=

[13]

£

It
| 3
|7

S|
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on 7 és el coeficient de viscositat i el segén a la correc-
ci6 per lliscament, de manera que si { és el coeficient de
lliscament, s’haura de tenir

842 [14]

=
3V= /p. pes

Els experiments realitzats per Knudsen consisteixen
en aixd: dos dipdsits en cada un dels quals es pot ami-
dar la pressié per mitja d’un mandmetre de M. Leod, es
troben units pel tub on es vol estudiar el flux del gas.
Es manté el tub a temperatura constant, i de la obser-
vacié de la diferencia de pressions durant l'experiment
en surt el coneixement de la despesa.

Adhuc quan la corrent en el tub no és estacionaria,
es pot suposar que ho és en cada element de temps dr,
i aleshores I'equaci6 [11] déna

Qudt=S (p,—pi) dv=—d (p,V,)=d (p. V2) [x5]

on

_ I4+6p
S=ap+d _1+czp
iV, iV, sén els volums dels dipdsits.

De [15] es dedueix

Sds_ _ dp . St _ _dp
Vi p—ta ~ Vi  pi—bs
d’on
d (pr—p2 I I
fp = (5, 7)
i finalment
S=— Al (Px_ﬁz) V:Vz [16]
T V:+V,

on Al (p, —p,) representa la variaci6 del logaritme natu-
ral de la diferencia de pressions en l'intérval de temps .
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S representa la despesa, amidada pel producte del volum
per la pressi6, quan la diferencia de pressions és la unitat.
La pressi6 mitjana p es determina mitjangant I'equaci6

P (Vi+V,)= Ptvx +p2 V,

i en els experiments realitzats per Knudsen variava de
23 cm. de mercuri a 0,000014 cm. El valor de la resis-
tencia W es trobava mitjangant un calibratge dels tubs
amb mercuri i per amidacions al microscopi. Els tubs em-
pleats eren tres, i els seus radis variaven de 0,01 cm. a
0,02, estant compreses les seves longituts entre 61 12 cm.;
va emplear també un feix de 24 tubs de 2 cm. de llar-
gada per 0,003 cm. de radi.

En el cas de la corrent molecular, la férmula que s’ha
de comprovar és la segiient, deduida de la [9]

Q: 4 I Rs I [x7]
S —2t_ 4 — =
= s VT T W

Mitjangant la comparacié dels valors de S obtinguts
amb diferents tubs es comprova efectivament que, amb
divergencies explicables per errors d’observacié, S és pro-
porcional al cub del radi, i inversament proporcional a la
longitut. Per a investigar I'influx de la naturalesa del gas,
foren realitzats experiments amb hidrogen, oxigen i an-
hidrid carbénic a la mateixa temperatura, obtenint els
resultats segiients:

s 7y sxVp
Hidrogen.......... 0,168 I .... 0,168
Oxigen............ 0,0409 .... 4 .... 0,164
Anhidrid carbonic... 0,0348 4,60 .... 0,163

on es veu que efectivament la despesa és inversament
proporcional a I'arrel quadrada de la densitat.
Per palesar la influencia de la temperatura va estu-
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diar un gas posant el tub de primer a 100° i després
a 1969, estant tots dos dipdsits a la temperatura de 22°.
En aquest cas, I'expressié [17] es converteix en

S, 213t _ T I_VTym
273+22~ W4/p,  Wa/p. Y z73+22
on S’ é& el nombre obtingut directament mitjangant la

férmula [16] i que s’ha de reduir a la temperatura del
tub per a obtenir S. Es dedueix de la igualtat anterior

que
s 273+1¢
" 273 + 22
té d’ésser, per a un mateix gas, un mateix tub i la ma-

teixa temperatura dels dipdsits independent de ¢. Heus-
aqui els resultats obtinguts:

, , 223-[—‘

t S S 273+ 22
22° ...... 0,0713 ...... 0,0713
I00° ...... 0,0641 ...... 0,072I
1960 ...... 0,0588 ...... 0,074I

Ja es veu que els nombres de la darrera columna sén
aproximadament iguals. Les discrepancies poden ésser
atribuides a errors d’observaci6.

Comprovades experimentalment les lleis deduides d'una
manera tedrica per a la corrent molecular, de les quals
resulta que S és independent de la pressi6 mitjana p,
Knudsen va realitzar una llarga serie d’experiments, en
els quals la pressié era tal que les dimensions del tub no
podien ésser considerades com a petites amb relacié al
recorregut lliure mitja. Els resultats poden ésser resumits
pel mitjd de la férmula empirica [11] en la qual les cons-
tants @ i b tenen la significaci6 donada per les féormu-

les [13] i [12] i pera la relacié?s’obté I’expressi6 [14].
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L’equacié [11] & representada grificament en les figs. 1
i 2 prenent els valors de la pressi6 mitjana p com a ab-
cisses i els de S com a ordenades; la segona d’aquestes
figures & construida a una escala 100 vegades més gran
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Fig. 2

que la primera, i s’hi observa que el valor de S, que era -
constant per a la corrent molecular (constancia que no
es pot apreciar encara amb aquesta escala), comenga a
disminuir, passa per un minim i augmenta després pro-
porcionalment a p, é a dir, obeint la llei de Poisseuille.
En ambdies figures sén indicats els resultats experi-
mentals.

Finalment, Knudsen es proposa interpretar les cons-
tants ¢, i ¢, que intervenen en la férmula empirica [11].
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Ja havem obtingut la relacié [14] que pot servir per a
calcular la relacié ? susceptible de comprovacié experi-

mental; per aixd es pot fer Gs dels resultats obtinguts per
a { per Kundt i Warburg, arribant-se a la conclusi6 de

c
poder-se admetre per a c—’ el valor o,810.
2

Per a poder calcular tedricament ¢, i ¢, cal una altra
relaci6 entre aquestes dues magnituts i altres de conegu-
des; amb el propdsit de trobar-la emplea Knudsen un
raonament, del qual, per ésser prou complicat i per no
tenir més que un cardcter aproximat, indicarem no més .
els resultats. S’obté per a ¢, i ¢, les expressions

Vo g (x8
1

Vo
K

c,=d

¢;=0,810

on 4 és una constant.

En resum: el valor obtingut per a la despesa S ami-
dat pel producte de la pressi6 i el volum, quan la dife-
rencia de pressions és la unitat, é

£ Ré L R31+o,810dVTP—'R{> [x9]
1L Vel 1+d‘i:_pr

D’aquesta férmula es pot obtenir el valor de $,, per
al qual S é minim, resultant

V)

3 T

324/2

S=

K]

on

m=
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Si s’elimina 7 i ¢, entre [18], [19] i [20] s’obté

s=3vager (V92 -5) 2 +

on es veu que «la relacié SS—”‘- entre els valors de S per a P,

T per a la corvent molecular és la mateixa per a tots els
tubs 1 gasos».
A més, [20] posa de manifest que « p,, ¢* és també una
constant ».
Finalment, si s’introdueix el recorregut lliure mitja A,
donat per
z 1 (%) [21]

s’obté de [18], [20] i [21]

R__1 o,xgod_I)
M 3VEa V=

que indica que «a relacié entre el radi del tub i el valor
del recorvegut lliure mitjd per al valor de p que fa que S
sigus un minim, és constant per a tots els gasos 1t tols els
tubs.»

Heusaqui els resultats experimentals que s’obté en
tractar de comprovar les tres lleis dltimament deduides:

(*) Enel WINKELMANN, p. 741,i en el JEANS, p. 293 es veu que 7= 1’ pz)\.
d’on és facil deduir ’expressi6é que figura en el text.
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Sm pmcg R

So _ )\m
Tub 1 Hidrogen........ 0,95 1,3 0,15
Oxigen.......... 0,96 0,7 0,18
Anhidrid carboénic. o 97 0,6 0,18
» 2 Hidrogen........ 0,03 1,3 0,19
» 3 Anhidrid carbonic. 0,96 0,7 0,21
4 Hidrogen ........ 0,92 3,I 0,13
Oxigen.......... 0,95 1,3 0,19
Anhidrid carbdnic. 0,93 1,7 0,19

on es veu que els nombres de cada columna poden ésser
presos com a constants. En particular, es pot suposar
que p,c,=1 i aleshores s’obté per a la constant d el
valer 2,47, amb la qual cosa la férmula [19] es con-
verteix en

B_p+ 44 /2 L R31+2°°VP’RP [22]

s=F iB_ 4 \/— TR

sy L? Ve L

fent observar l'autor que es tracta d'una férmula pura-
ment empirica, i que és probable que en la practica ocor-
rin divergencies entre els valors donats per ella i els

obtinguts experimentalment.
La férmula [23] pot pendre la forma ordinaria

1+ 0,810 5R (23]
A

sR
I+T

4 2
S=—:—%-l—{fj)(l+jﬁc' [4]

essent

I’anomenat coeficient de lliscament.
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Els resultats anteriors han estat objecte d’una ob-
servaci6 feta per Fischer (¥) que fa notar que en els ex-
periments realitzats per Knudsen el gas arrossegava pro-
bablement vapor de mercuri, i com que, segons els
experiments de Puluj, Breitenbach i Ténzler, el coeficient
de viscositat d’'una mescla de gasos presenta un maxim,
podria esdevenir que aquesta fos la causa del minim
que apareix en la figura 1.

Per a posar en clar aquesta qiiesti, Knudsen ha
realitzat nous experiments, substituint el mandmetre de
M. Leod pel del fil calent del qual tractarem més en-
davant, obtenint resultats completament d’acord amb la
férmula [23], quedant demostrada la no influencia del
vapor de mercuri i la validesa de la hip6tesi fonamental
respecte de la naturalesa del xoc amb la paret.

§ 4. — TRANSIT DEL REGIM DE POISEUILLE
AL REGIM TURBILLONARI

Treballs posteriors als de Knudsen realisats per Ruc-
kes (**) i Holm (***) han palesat que es produeix en els
gasos un fenomen anéleg al trobat per Reynolds (***¥)
per als liquids, és a dir, que existeix una velocitat de flux
per damunt de la qual la despesa és inferior a la que cor-
respondria a la llei de Poiseuille. Resulta dels experi-
ments a qué ens referim que aquesta velocitat critica és
donada per als gasos aproximadament per la férmula que
Reynolds va trobar per als liquids, aixd és:

(*) WiLLARD F. FIsHER, Phys. Rev., 29, 325, 1909.
(**) W. Ruckes, Ann. d, Phys,. 25, 983, 1908.
(***) R. HoLM, Ann, d. Phys., 44. 81, 1914,
(****) O. Rev~oLps, Phyl, Trans., 1883, 18gs.
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K= fDn—U"‘ = 2.000

essent

coeficient de viscositat.
densitat

velocitat critica
didmetre del capillar

vaes

Ruckes ha intentat, sense éxit, fer visibles els tor-
bellins als quals atribueix el fenomen que es discuteix.



